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Capitulo 6:
Funcoes Inversas

Y Introducao

Algebricamente, uma funcdo é definida como um conjunto de pares ordenados { (x, y) } em que cada
primeiro elemento x aparece associado a um unico segundo elemento y. Nao existem dois pares em
que o mesmo x forme par com dois valores de y diferentes.

Uma fungdo inversivel é um mapeamento sobrejetivo e um-para-um, de maneira que cada x forma par
com um Unico y. Ou seja, ndo ha dois valores de x diferentes formando par com um mesmo y.

Sendo assim, a funcdo inversa ¢ o conjunto de pares ordenados { (y, x) }em que a ordem dos
membros foi invertida.

Quando estas defini¢des sdo aplicadas a fungdes definidas por regras que operam sobre conjuntos de
numeros reais, a caracterizagdo de g(x), a fungao inversa de f(x), da-se pela composicdo de f'(x) e
g(x), tendo como resultado a funcdo identidade /2 (x) =x, de forma que

flgx))=g(f(x))=x

A propriedade da troca de coordenadas das fungdes inversas implica que os graficos da funcao f'(x) e
sua inversa g(x) tornam-se reflexdes um do outro sobre a retay =x.

Neste capitulo, estudaremos as inversas de algumas fungdes elementares, incluindo In(x), a funcao
inversa da fungio exponencial ¢".




VY indice de Termos

Os seguintes termos, neste capitulo, t€ém conexao com o Dicionéario do Maple; para mais
informagdes va em Dicionario Matematico.

numero complexo reizes redundantes inversivel positivo

COMPOSICa0 ponto flutuante logaritmo equacdo quadratica
dominio funcéo negativo formula quadrética
expoente funcdo identidade um-a-um numero real
exponencial aumentando sobrejecao reflexéo
exponeciar funcdo inversa pardbola simetria

Y Problemas Tipicos

6.1. Seja f(x) =x* +2 x + 2 tendo como dominio os NUMeEros reaisx que satisfazem x> - 1.

(a) Explique o papel da restricdo x > - 1 no dominio de f'(x).
(b) Encontre g(x), o funcional inversode f(x).
(c) Trace o grafico def (x), g(x), e da retay =x sobre 0 mesmo conjunto de eixos.

(d) Verique quef(g(x)) =x=g(f(x)).

6.2. Verifique analiticamente que f'(x) = al ,x > 1, é sua propriafuncéo inversa
¥ —

1

6.3. Mostre que, para todo x real, a inversa de /' (x) =¢" ¢ a fun¢do g(x) =In(x) com dominiox > 0.

6.4. Resolva a equagdoe’™ T 1=3.

6.5. Resolva a equagdo In(x +1) +In(x +2) =3.

Y Inicializagc6es do Maple

Antes de acessar a versdo do Maple para as solugdes do :
problemas tipicos apresentados acima, inicialize o Maple Inic...
apertando o botdo a direita.

Y Solucoes

T Problema 6.1



V¥ 6.1 - Solugdo Matematica
VY 6.1 (a) - Solugao Matematica

A restrigdo do dominio de f(x) —x* 4 2 x + 2 aos NUMeros reai Sx, x> -1, gera uma fungao
crescente e, portanto, Um-para-um. Tal funcdo € inversivel.

VY 6.1 (b) - Solugado Matematica
Para encontrar g(x), a funcdo inversade f'(x), deve-se
1) igualar y a f (x), obtendo-se y = +2x+ 2;

2) resolver a equagao parax, o que pode ser feito por meio daférmula quadrética Na
verdade, escreve-se

0=x2+2x+2—y

de forma que
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Como x deve satisfazer x > - 1, deve-se escolher a raiz que nao ¢ sempre negativa.
Portanto, a primeira ¢ a escolha correta.

3) trocando-se as letras, obtém-se de

x=VT T —1

a fungdo inversa

V6.1 (c) - Solugcado Matematica

A Figura 6.1.1 contém os graficos de f'(x)
g(x) edaretay=x que foram gerados pelo
Maple.

Note que o grafico de g(x), ainversade
f(x), éa reflexdo do grafico de f(x) sobre a
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Figura 6.1.1 Grafico de
f(x),g(x)=f""(x), earctay=x

VY 6.1 (d) - Solugao Matematica

Para verificar que f'(x) ¥ +2x+2 eg(x)=+vx—1 —1saofunclesinversas deve-se
mostrar que f(g(x)) =xeg(f(x))=x. Desta maneira, tem-se

2
flgen=Wx=1T 1) +2(/x=1 -1) +2
=x—1-2yx—1 +14+2Jx—1 —-2+2

=X

g f(x) =y (P+2x+2) =1 —1
-Jx+1)? =1
=x+1] —1

Contudo, o dominio de f(x) esta restrito a x > -1, de forma que |x 4+ 1| =x + 1. Portanto,

g(f(x))=x

V¥ 6.1 - Solucéo via Maplet
VY 6.1 (a) - Solucao via Maplet

O problema 6.1 refere-se a funcdo inversada fungao




f(x)=x2+2x+2
x2>-1

O papel da restrigdo x > -1 no dominio de f'(x)
pode ser explicado com a ajuda do Tutorial Funcdes
[nversas #1

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solu¢ao
serd iniciado como mostrado na Figura 6.1.2.

O grafico def(x) sobre o dominio dado ¢ crescente
e, portanto, Um-para-um. Isto torna f(x), como
definido, inversivel.

Para iniciar o Tutorial de Func¢oes Inversas #1,
deve-se clicar sobre o link: Tutorial Funcdes
Inversas #1.

V¥ 6.1 (b) - Solugzo via Maplet
O problema 6.1 refere-se a funcéo inversa da fungio

x>-1

6.1.2 na Parte (a).
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Figura 6.1.2 Imagem do
Tutorial Fungdes Inversas

f(x) — > +2x+42

Ao clicar-se sobre o botao Inversa, sdo executados os seguintes passos

1) Facayigual af(x)

2) Resolva para x

3) Troque as letras

Funcoes Inversas #1.

Y 6.1 (c) - Solugéo via Maplet

A fungdo inversa de f(x) pode ser encontrada por meio do Tutorial Funcdes Inversas #1.

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solugd@o sera iniciado como mostrado na Figura

para o calculo da regra para g(x), a fungdo inversa def(x). (Os detalhes destes calculos
sao encontrados na Parte (b) da Solu¢do Matemadtica do Problema 6.1.

Para iniciar o Tutorial de Funcdes Inversas #1, deve-se clicar sobre o link: Tutorial
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O problema 6.1 refere-se a funcdo inversada fungio

fx)=x"4+2x+2
x>-1

O grafico def'(x), de sua fungdo inversa g(x) e da reta y =x sdo apresentados no Tutorial
Funcdes Inversas #1

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solugdo serd iniciado como mostrado na Figura
6.1.2 na Parte (a).

Para iniciar o Tutorial de Funcdes Inversas #1, deve-se clicar sobre o link: Tutorial
Funces Inversas #1.

6.1 (d) - Solugéo via Maplet

O problema 6.1 refere-se a funcdo inversada fungio

flx)=xX+2x+2,x>-1 —

A verificacdo de que a regra para g(x), calculada na parte
(b), € realmente a fung¢do inversa de f (x), consiste em
mostrar que 0 2048050320 -

©

flgx))=x=g(f(x)) =t

Estes calculos sdo realizados no Tutorial Funcdes Inversas
#2.

Figura 6.1.3 Imagem
do Tutorial Fun¢des
Inversas #2

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solu¢do sera
iniciado como mostrado na Figura 6.1.3.

Os botoes f(g(x)) e g(f(x)) implementam os respectivos
calculos e mostram o resultado, x, na janela apropriada.

Para iniciar o Tutorial Funcdes Inversas #2, deve-se clicar sobre o link a seguir:

Tutorial Funcdes Inversas #2.

V¥ 6.1 - Solucdo I nterativa

Defina f (x) como uma fungao

* Insira a equacaof (x) = +2x+2
* Menu de Contexto: Associe a Fungao

Resolvay =f(x) parax=x(y)




* Escreva a equacao y =f(x)
* Menu de Contexto: Resolver >Obter
Solugdes para>x

Definir a fungio g(y) =x(y)

* Escrevag(y) = e complete por Control-
arrastar a solugdo apropriada para x
* Menu de Contexto: Associe a Fungao

Obtenha Figura 6.1.1

* Insira f(x), g(x), x e pressione a tecla
Enter.
* Menu de Contexto:
Graficos>Construtor de Graficos
-1 <x<10
Opcdes: (Imagem de)
-1 <y <10

Verificagoes

* Insira /' (g(x) ) e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Simplifique>Simplifique

Insira g( f(x)) e pressione a tecla Enter.
Menu de Contexto: Fator

Menu de Contexto:
Simplifique>Assumindo Positivo

V 6.1 - Solugdo via Comandos do Maple
¥ Inversibilidade

A regra para a fungdo f'(x) ¢ definida como uma fun¢do do Maple

> f:=x—>x2+2x—|—2:
7(x)=f(x)

tendo como dominio o conjunto dos NUMeros reaisx que satisfazemx >-1.

Ao se tragar a expressao para esta regra em um dominio maior do que o definido, obtém-se
o grafico da Figura 6.1.4.

> pl = plot(f(x),x=-4.2,0..10, ytickmarks=4) :
p2 == arrow([-3,0], (0, 5), .2, .4, .1, color
=blue) :
p3 = arrow([1,0], (0,5),.2, .4, .1, color =blue) :
p4 = arrow([-3,5], (3,0),.3,.5, .1, color
=green) :




pS=arrow([1,5], (-1,0),.3,.5, .2, color
=green) :
display([p]| (1..5)])

Figura 6.1.4 Em - o0 < x <, f(x) =x* +2 x 4+ 2 ndio é
um-pra-um, e portanto, nao invertivel

O grafico é uma pardbola cujo vértice encontra-se no ponto (-1, -1). Em geral, a regra

2 . . - ~ ~
y=Xx"+ 2 x + 2 mapeia dois valores x para cada y. Entdo essa regra ndo define uma fun¢ao
um-pra-um e nao € invertivel. Sobre o dominio restritox > -1, esta regra define uma

funcao crescente que ¢ entdo um-pra-um e invertivel.

Sobre o dominio restritox > -1, aregray =x* +2 x +2 define uma funcdo crescentef (x)
que é entdo um-pra-um e portanto invertivel naquele dominio.

¥V obtendo a Inversa

Para obter-se a funcéo inversa, deve-se aplicar os trés passos a seguir.

1) Fagayigual a f(x)
2) Resolva para x

3) Troque as letras

O primeiro e o segundo passos estdo implementados juntos, resultando

> sl = solve(y=f(x), x)

Como x deve satisfazer x > - 1, deve-se selecionar a solu¢do que ndo é sempre negativa
Neste caso, ¢ a primeira solucdo, selecionada pelo comando

> X=yslI[1]

Trocando-se as letras, tem-se

> Y= eval(X,y=x)

Portanto, a regra para a funcao inversa ¢ dada por
y=Vx—-1 -1

que ¢ expressa como uma fungao do Maple por

> g = unapply(Y, x) :

g'(x) =g(x)
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A Figura 6.1.5 mostra um grafico de f(x), da fungdo inversa e da reta y =x.

> p6 = plot( f(x),x=-1..2, color =black) :
p7 = plot(x, x=-1..10, color =green) :
p8 = plot(g(x),x=-1..10, color =red) :
display([p|| (6..8) ], scaling = constrained)

Figura 6.1.5 Grafico def(x) (preto),
glx)=f ! (x) (vermelho), e a retay =x (verde)

Se o grafico de f(x) for refletido sobre a retay =x, a reflexdo coincidira com o grafico da

inversa def'(x). Isto pode ser visto se o comando reflect do pacote plottools for usado.
Este comando reflete um grafico sobre a reta, sendo esta especificada como uma lista de
dois pontos da reta.

> p9 = reflect(p6, [[0,0], [1,1]]) :
pl0 = plot(g(x),x=-1..10, color =red, thickness
=3):
display([pl10, p9], scaling = constrained)

Figura 6.1.6 Grafico de g(x) =f_1(x) (vermelho), e
(em preto) a reflexdo f (x) sobre a reta y =x (verde)

Os graficos da reflexdo sobre /' (x) e da inversa de f(x) coincidem.

Verificando a Inversa

Para verificar analiticamente que a inversa correta foi encontrada, deve-se mostrar que as
composicoesf(g(x)) eg( f(x)) reduzem-se a fungdo identidade. Sendo assim, deve-se
mostrar que

flg(x)) =x
g(f(x))=x
sdo validas. A primeira identidade ¢ mostrada no Maple por

> simplify(f(g(x)))

enquanto a segunda ¢ verificada por

> simplify(g( f(x))) assuming x >-1

Y Problema 6.2



Para demostrar que f'(x) =

mostrando-se entdo

V¥ 6.2 - Solucéo via Maplet

Para verificar que a fungdo

Inversas #2.

apropriada.

V¥ 6.2 - Solugdo Matematica

X
x—1

x—1

¢ sua propriainversa deve-se escrever g(x) =

, x> 1

¢ sua propriainversa deve-se mostrar que f'( f(x)) =x.
Esta verificagdo pode ser feita com o Tutorial Funces

9

x—1

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solucao sera
iniciado como mostrado na Figura 6.2.1.

Os botdesf(g(x)) e g(f(x)) implementam os
respectivos calculos e mostram o resultado, x, na janela

©
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Figura 6.2.1 Imagem do
Tutorial Fungdes Inversas #2

Para iniciar o Tutorial Func¢des Inversas #2, deve-se
clicar sobre o link a seguir: Tutorial Funcoes Inversas #2.

V¥ 6.2 - Solucdo I nterativa

Re-inicialize o Maple apertando o botdo a direita.

* Insira a equagdo f (x) = X
¥ —

* Menu de Contexto: Associe a Fungao

* Menu de Contexto:

Simplifique>Simplifique

* Insira f( f(x)) e pressione a tecla Enter.




Faca o grafico def (x)

* Insira /' (x) e pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto:
Graficos >Construtor de Graficos
0<x<10
Opcoes: (Imagem de)
0<y<I10
Escala Restrita
* Control-arrastar x no grafico

V¥ 6.2 - Solucéo via Comandos do Maple

As regras para a fungdo f(x) e sua inversag(x) =f 1(x)(dada pela mesma regra de f(x)) sdo
descritas como func¢des do Maple por meio da notagao

> fi=x > x/(x-1):
g=x—-x/(x-1):
7(x) =f(x);

g'(x) =g(x)

A verificagdo de que f(g(x)) =g( f(x)) =x consiste nos dois célculos a seguir.
> simplify(f(g(x)));

simplify(g(f(x)))
Portanto, g(x) =f(x) é a inversa de g(x).

A figura 6.2.2 mostra a simetriaforte exibida pela fungdo f(x) para que possa ser sua propria
inversa.

> pll = plot(f(x),x=1..10,y=0..10, color
=black) :
pl2 == plot(x,x=0..10, color =green) :
display([p|| (11..12) ], scaling = constrained)

Figura 6.2.2 Grafico de/(x) = — . - earetay=x

V¥ Problema 6.3
6.3 - Solucdo Matematica

Se a fungdo |ogaritmo foi definida como ainversada fung¢ao exponencial, entao as



composi gﬁeSeln(x) =x= ln( ex) sao identidades. Porém, se esta for definida por algum outro
processo, entdao a validade destas identidades devera ser demonstrada. Contudo, anteriormente
a um curso de calculo integral, o logaritmo ¢ geralmente definido como o inverso da fungao
exponencial e estas composi¢des reduzem-se a x, por definicdo.

. . b . , .
Desta maneira, dada a exponencial a =¢’, tem-se que o logaritmo de a com base b ¢ definido
como o expoente ao qual e deve ser elevado a fim de obter-se a. Obviamente, este expoente

deve ser b, e escreve-se log_(a) = b ou, de forma mais simples, In(a) = b. Conseqiientemente,

para que se obtenha x como resultado, e deve ser elevado ao expoente que produz x. Este € o

. .. C ]
significado da primeira composi¢do e ne) =,

A segunda composicao pode ser demonstrada por meio de uma das propriedades da fungdo log
para guantidadesreais Escreve-se

In(e’) =x1In(e)
utilizando-se a regra da multiplicagdo
log(AB) =Blog(4)

para logaritmos reais. Portanto, In(e) =1, pois e deve ser elevado ao expoente 1 para que se
obtenhae. Por fim, obtém-se

ln(ex) =xIn(e)=x(1)=x

V¥ 6.3 - Solucéo via Maplet

Para mostrar que, tendo-se x redl, a inversade f(x) =¢" é

a fun¢do g(x) =In(x) com dominio x > 0, pode-se usar 0 Study Guids - Inverss
o Tutorial Funcdes Inversas #2.

|
£l Bkl o

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solugdo sera
iniciado como mostrado na Figura 6.3.1.

Apos a inser¢do das regrasf(x) =€ e g(x) =In(x), Jl
deve-se clicar sobre os botdes f(g(x)) and g(f(x)) a (DB y
fim de obter-se o valor de x valido em cada caso. — 3 '

Ao clicar-se sobre o botdo Grifico, ¢ gerado um grafico
de f(x) em preto, outro de g(x) em vermelho, a reta y =

x em verde e areflexdo de f(x) sobrey =x em azul. Esta | Figura 6.3.1 Imagem do
reflex@o coincide com o gréafico de g(x), fornecendo, Tutorial Fungdes Inversas #2
entdo, evidéncia visual adicional de que g(x) ¢ afuncéo
inversade f'(x).




Para iniciar o Tutorial Fungdes Inversas #2, deve-se clicar sobre o link a seguir: Tutorial
Funcdes |nversas #2

V¥ 6.3 - Solucgdo Interativa

Re-inicialize o Maple apertando o botdo a direita. I..

~ . . X
\ 4 Observagao: Como inserir ¢

No Maple, o nome formal da fun¢do exponencial €' é exp(x).

Quando estamos trabalhando no modo Math esta func¢ao pode ser inserida com seu

X . . .
nome formal, ou como €', onde a letra "e" deve ser inserida em uma das seguintes
formas.

* No modo Math, digite e e use o Completamento de Comando para selecionar a
exponencial "e" da janela.
O Completamento de Comando esta disponivel no menu Ferramentas como
"Completar Comando"
O Completamento de Comando a partir do teclado: CTRL Barra de Espago (PC)
com um equivalente para o sistema Mac.

* Selecione e das Constantes e da paleta de Simbolos.

* Selecione e da paleta dos Simbolos Comuns.

* Escrevaf(x) =¢"
* Menu de Contexto: Associe a Fungao

* Escrevag(x) =In(x)
* Menu de Contexto: Associe a Fungao

* Insiraf'(g(x)) e pressione a tecla Enter.

* Insira g( f(x)) e pressione a tecla
Enter.

* Menu de Contexto:
Simplifique>Assumindo Positivo

V¥ 6.3 - Solugéo via Comandos do Maple

Pode-se mostrar que g(x) =In(x), x>0, é a inversade f(x) =¢", x real, ao verificar-se que as
composicoes f(g(x)) eg( f(x)) sao simplificadas em x. Para observar isto no Maple, deve-
se inserir ambas as fun¢oes como




(9 ¢ obtida no Maple com

A composicao f(g(x)) =e
> flg(x))

Note que a simplificacdo em x ¢ imediata.

A composicao g(f(x)) = ln( ex) ¢ obtida no Maple por

> g(f(x))

Esta composicao nao ¢ simplificada automaticamente em x, pois tal simplificacao s6 ¢ valida
para x real, e o Maple ¢ projetado para torna-la correta inclusive para nimeros complexos.
Para indicar que x ¢ real, usa-se

> g(f(x)) assuming x :: real

Sabendo-se de antemao a necessidade de trabalhar-se apenas com quantidades reais, pode-se
instalar o pacote RealDomain. O comando

> with(RealDomain) :

informa ao Maple que as novas quantidades devem ser tratadas como reais. Porém, ao
inserirmos

> g(f(x))

as fungoes f'e g serdo tratadas em sua ampla generalidade, pois foram definidas antes que o
pacote RealDomain tivesse sido iniciado. Contudo, se inserirmos

> In(exp(x));
restart

notaremos que a simplificacdo em x ¢ imediata.

¥ Problema 6.4

6.4 - Solucdo Matematica

A equacgdo



4x+1
ex+ :3

¢ resolvida ao tomar-se o |logaritmo natural em ambos os lados. Isto resulta na equagao
ln(e4x+ 1) =In(3)
Para logaritmos de quantidades positivas a regra da multiplicacdo
In(4”%) =B1n(4)
pode ser aplicada, resultando
(4x+1)In(e) =In(3)

Como In(e) =1, tem-se, imediatamente,

4x+1=In(3)
de onde segue que

4x=In(3) —1
) In(3) — 1

T

V¥ 6.4 - Solucéo via Maplet

Uma solugao da equagdo —

e4x +1_ 3
pode ser obtida com o Tutorial Funcdes Inversas #3.
Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solucao sera J e
iniciado como mostrado na Figura 6.4.1.

] F N ' ’7": :..J_
Apos inserir a equagdo, deve-se clicar sobre o botao sz ’#
Grafico a fim de obter-se um grafico do lado esquerdo da
equacdo, em preto, e outro grafico do lado direito, em
vermelho. A intersecao destas duas curvas fornece a .
solugio descjada Flgura 6.4.1 Imagem do
' Tutorial Fungdes Inversas #3

Para obter-se a solu¢do analitica da equacao, € preciso fazer
a escolha apropriada entre os botdes Exponencial de
ambos os lados ou Log Natural de ambos os lados.

(No problema 7.4 a escolha correta ¢ a tltima.)




O botao Simplificar simplificara o logaritmo no lado esquerdo da equagdo gerada pela
aplicacdo dos botdes anteriores. O botdao Resolver produzira o valor exato de x que satisfaz a
equacgao dada, enquanto o botao Converter para ponto flutuante resultara na solugdo em
nimero decimal.

Para iniciar o Tutorial Fun¢des Inversas #3, deve-se clicar sobre o link a seguir: Tutorial
Funcdes Inversas #3

V¥ 6.4 - Solucdo I nterativa

Re-inicialize o Maple apertando o botdo a direita. I..

\ 4 Observagio: Como inserir ¢'

No Maple, o nome formal da fun¢do exponencial €' é exp(x).

Quando estamos trabalhando no modo Math esta funcdo pode ser inserida com seu

nome formal, ou como €', onde a letra "e" deve ser inserida em uma das seguintes
formas.

* No modo Math, digite e e use o Completamento de Comando para selecionar a
exponencial "e" da janela.
O Completamento de Comando esta disponivel no menu Ferramentas como
"Completar Comando"
O Completamento de Comando a partir do teclado: CTRL Barra de Espago (PC)
com um equivalente para o sistema Mac.

* Selecione e das Constantes e da paleta de Simbolos.

* Selecione e da paleta dos Simbolos Comuns.

Solucao Exata

. 4x+1_ .
* Insira e =3 e pressione a tecla

Enter.
* Menu de Contexto: Resolver>Resolver
* Menu de Contexto: Selecionar
Elemento>1
* Menu de Contexto: Aproximar>10

Solucao Numérica

eInsirae’ " '=3e pressione a tecla
Enter.
» Menu de Contexto: Resolver>Resolver




\ 4

Numericamente

Solucao Passo a Passo

. Ax+1
eInsirae’* " 1=3

* Menu de Contexto: Manipule Equacao
Aplicar In a ambos os
lados
Retornar Passos
* Menu de Contexto:
Simplifique>Assumindo Positivo
Adicione -1 a ambos os
lados
Multiplique ambos os
lados por 1/4
Retorne Passos

V¥ 6.4 - Solucéo via Comandos do Maple

. « 4x+1
Insira a equagdoe’ ™ " ' =3

> qg:=exp(4x+1)=3

Resolva a equacao.

> X = solve(q, x)

Forma de ponto-flutuante da solugdo
exata:

> evalf (X)

Solugdo Numérica:

> fsolve(q, x)

Resolva a equag

40 passo a passo

Calcule o |ogaritmo natural de ambos os
lados da equagao.

> ql = map(In, q)

Mova o expoente em e na frente do
logaritmo.

> g2 = simplify(ql) assuming x
i real

Subtraia 1 de cada lado.

Divida ambos os lados por 4.

V¥ Problema 6.5

6.5 - Solucdo Matematica

A equagdo

In(x+1) +In(x+2) =3




¢ resolvida pela combinag@o dos dois |ogaritmos a esquerda, usando-se a regra
In(4) +In(B) =In(4 B)

valida, contanto que todos os logarimos permanecam reais. Isto resulta em
In((x+1) (x+2))=3

de onde o logaritmo a esquerda é removido pela exponenciacdo em ambos os lados. Tem-se,
portanto,
(1) (x+2)) _ 3

Como as fungdes exponencia e log sdo inversas, o lado esquerdo pode ser simplificado em
(x+1) (x+2), por defini¢do, e a equagdo torna-se

(x+1) (x+2)=¢’
Expandindo-se o produto a esquerda, obtém-se
F43x+2=¢
ou, a equacdo quadrética
X43x+2-¢=0

A aplicac¢do da formula quadraticaresulta nas duas solugoes

3 3 / 3
_ 34 (374 (2= | 344l o0

1 2 2

3 3 / 3
_ 3V 3P -a (=) | 3-oVi4ded oo

2 2

Xy

onde as aproximagdes sdo dadas por um mecanismo de calculo apropriado.

A segunda solugdo da equacdo quadratica, ou seja, o numero negativo, ndo ¢ uma solugdo da
equacao original. Se esse nimero negativo fosse substituido por x na equagao original,
apareceria o logaritmo de um numero negativo. A simplifica¢do induzida pelo uso da regra da
multiplicagdo ndo € valida para tais logaritmos e, portanto, a segunda solu¢do da equacao
quadratica nao ¢ uma solugdo da equacao original.

V¥ 6.5 - Solugéo via Maplet

Uma solugao da equagdo




In(x+1) +In(x+2)=3 St

pode ser obtida com o Tutorial Funcdes Inversas #3.

Ao se clicar sobre este link o tutorial com a solugao sera
iniciado como mostrado na Figura 6.5.1.

Apos inserir a equagao, deve-se clicar sobre o botao

Grafico a fim de obter-se um grafico do lado esquerdo da H e W
equagdo, em preto, e outro grafico do lado direito, em : e
vermelho. A interse¢do destas duas curvas fornece a e I

solucdo desejada.

Para obter-se a solugdo analitica da equagdo, é preciso Figura 6-5-1~ Imagem do
fazer a escolha apropriada entre os botdes Exponencial Tutorial Fung¢des Inversas #3
de ambos os lados ou Log Natural de ambos os lados.

(No problema 7.5 a escolha correta ¢ a ultima.)

O botédo Simplificar simplificara o logaritmo no lado esquerdo da equagdo gerada pela
aplicagdo dos botdes anteriores. O botdo Resolver produzira o valor exato de x que satisfaz a
equacdo dada, enquanto o botdo Converter para ponto flutuante resultara na solugdo em
numero decimal.

Para iniciar o Tutorial Funcées Inversas #3, deve-se clicar sobre o link a seguir: Tutorial
Funcdes Inversas #3

V¥ 6.5 -Solucéo I nterativa

Solucao Exata

e Insiraln(x +1) +In(x +2) =3¢
pressione a tecla Enter.

* Menu de Contexto: Resolver >Obter
Solugdes para>x

* Menu de Contexto: Aproximar>10

Solugdo Numérica Direta

e Insiraln(x +1) + In(x +2) =3¢
pressione a tecla Enter.

* Menu de Contexto: Resolver >Resolver
Numericamente

Obtenha o grafico da Figura 6.5.1

e Insiraln(x + 1) + In(x + 2), o lado
esquerdo da equacao.

* Menu de Contexto:
Graficos >Construtor de Graficos

* Control-arraste o nimero 3 no grafico.




Solugao Passo a Passo

e Insiraln(x +1) +In(x +2) =3¢
pressione a tecla Enter.
* Menu de Contexto: Manipule Equacao
Aplicar exp a ambos os ladps
Aplicar simplificacdo em
ambos lados
Aplicar expandir no lado
esquerdo
Adicione -2 em ambos
os lados
Adicionar (3/2)*=9/4
a ambos os lados
Aplicar fatoracao no lado egquerdo
Tomar a raiz quadrada
em ambos os lados
Escolha a raiz com
+V
Adicione -3/2 em
ambos os lados

Retorne Passos
* Menu de Contexto: Aproximar>10

V¥ 6.5 - Solugdo via Comandos do Maple

Insira a equacgao. > g=In(x+1) +In(x+2)=3

Desenhe a Figura 6.5.2, um grafico do lado esquerdo (em negro) e o lado direito (em
vermelho). Uma solugdo para a equacao existe em qualquer interse¢ao entre as duas
curvas. Existe, no minimo, uma solu¢do para a equagdo, aproximadamente x = 3,
encontrada ao clicar-se sobre a interse¢ao das curvas vermelha e preta e ao observar-se
as coordenadas no canto superior esquerdo da tela.

> plot([lhs(q), rhs(q) ], x=-3..10, color = [ black, red],
legend = ["Lado Esquerdo da Equagao",
"Lado Direito da Equagao"]);

Figura 6.5.2 Graficodey=In(x+1) +In(x+2)ey=3

Obtenha uma solugdo exata. > X = solve(q, x)

Converta esta solugdo exata na forma de | > eyalf (X)
ponto flutuante.

Encontre a solu¢ao numérica > fsolve(q, x)
diretamente.

Resolva a equagdo passo a passo




Combine os dois logs na esquerda com | > g7 := combine(q) assuming x > -1
aregra

In(4) +In(B) =In(4 B)

valida para logaritmos reais.

Tire exponencial de ambos os lados da | > g2 := map(exp, g1)
equacao resultante.

Multiplique os fatores na esquerda. > ¢3 = expand(q2)

Leve todos os termos para a esquerda. > g4 :=q3 - exp(3)

Resolva a equacio qudratica resultante. > QX := solve(g4, x)

Expresse as duas solucdes exatas na > evalf ([0X])
forma de ponto flutuante.

Note que hé duas solugdes para a equacdo quadratica, mas apenas uma satisfaz a
equacao original. O nimero negativo nao ¢ uma solugdo da equagdo original, pois a
substitui¢do deste valor em In(x + 1) ou In(x + 2) resultara no log de um nimero
negativo. Como o logaritmo de um niimero negativo é um nUmero complexo, a solucdo
negativa da equagao quadratica nao pode ser uma solucdo da equagdo original.

Esta solucdo redundante foi introduzida quando os logaritmos foram combinados por
meio da regra

In(4) +In(B) =In(A4 B)

que ¢ valida, contanto que os logaritmos permanegam reas

Y Exercicios - Capitulo 6

Para cada funcao f(x) dada nos exercicios 6.1-6.10,

(a) encontrar g(x), o funcional inversoparaf(x);
(b) tracar o grafico de f(x), g(x) e da reta y =x no mesmo conjunto de eixos;
(c) verificar que f (g(x)) =x=g(f(x)).

Se nenhuma restri¢do for imposta sobre a regra paraf(x), entdo o dominio ¢ o maior conjunto de
nUMeros reaiSpara os quais a regra esta definida.

6.1. f(x)=3x—5
6.2. f(x)=2—Tx

6.3. f(x) =x2+6x+45,x >—%




6.4.f(x)=6—x—x2,x>—%
6.5. f(x)=v3x+2
6.6. f(x) = 5 10 , X >-5
x +10x+25
1
6.7. f(x) = 3 , x>0
x +1

6.10. f(x) =x*>, x>0

Resolver as equagdes nos exercicios 6.11 - 6.17. Certifique-se de que as respostas obtidas sdo, de
fato, solu¢des das equagdes originais e nao solucdes redundantes geradas pelo processo de solugdo.

6.11. 4% =5

6.12. 56 =g %%

22
2 =

6.13. 3 2%

6.14. In(5x—4) +In(6x+1)=In(7x+3)
6.15. In(2x*+1) =1

6.16. In(3x+2) —2In(4x—7)=1

6.17. 2In(5x—4)=2In(6x+1) —1

6.18. Propde-se resolver a equagdo

504 =757 43

usando-se os passos listados abaixo. Determinar se o calculo esta correto. Caso esteja incorreto,
encontrar e explicar o erro.

In(5) —4x=In(7) +6 x> +In(3)

6x2+4x+1n(25—1) =0

4 J_r/ 16 —4 (6) 1n(25—1)
12

X =
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